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I. Ecoulements granulaires de laboratoire et rhéologie (/)

Matériau granulaire sec (pas de fluide interstitiel)
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Ecoulements stationnaires uniformes sur plan m_

Pouliquen 1999, Pouliquen-Forterre 2002. Lacher de matériau granulaire (billes de verre)
sur un plan incliné d'angle 6.

Pour quels h, 0 observe-t-on un écoulement uniforme selon la direction x de
|"écoulement ?
> Il faut que h > hsiop(0), et 6 > Opmin.
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Andreotti-Forterre-Pouliquen " Les milieux granulaires, entre fluide et solide”, 2011,

p.232.
On force un écoulement u = (u(z),0) avec u(z) linéaire en z.
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Pression P imposée sur la plaque supérieure, qui est de plus entrainée a vitesse V,,. La

plaque inférieure est fixe. Epaisseur fixée L. Le taux de cisaillement est constant
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Clisaillement simple

Absence de gravité, donc les équations de I'équilibre donnent doy,/dz = 0,

do,;/dz =0, oy, et 0, sont constants, 0,; = —P, mais la valeur de la contrainte de
cisaillement o, reste a déterminer.

> On suppose les grains trés rigides

> On suppose L/d >> 1, ol d est le diamétre des grains.

> Il reste 4 paramétres indépendants d, p, ¥, P, qui impliquent uniquement 3
dimensions : longueur, masse, temps.

> On en déduit (théoréme I, Barenblatt 1996) que le systéme est contrdlé par un
unique nombre sans dimension

| =2

NG

C'est le nombre inertiel.
> En particulier il existe des relations ne dépendant que du matériau

Z= =), d=¢(l).

—0zz
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Cisaillement simple

> Interprétation :

tmicro d .
= - tmicro = Y tmacro = ]—/"Y
tmacro P/p
tmicro €St le temps caractéristique de réarrangement entre les grains.
tmacro €st le temps caractéristique de déformation macroscopique du matériau.
Le nombre | caractérise la dynamique du matériau granulaire :

I <107 10°%</<107t 107t <
solide/quasistatique liquide gaz
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Retour aux écoulements uniformes sous gravité

> Si on suppose que les relations rhéologiques

Oxz _ yd
om u(l), = \/Wp—/p
sont toujours vraies localement (c’est ce qu’'on appelle la rhéologie u(/)) et qu'on les
applique aux écoulements uniformes sous gravité, on a les valeurs moyennes

P = ppgcos@h/2, i ~ 4h/2, on retrouve que y ne dépend que de iid/h\/gh.

> Si on applique cette rhéologie sur I'écoulement uniforme sous gravité sans intégrer en
z on trouve u(l) = —ox; /02 = tan 6 donc

I = p~'(tan6)

est indépendant de z. Avec la relation —o,, = P = ppg cosf(h — z) et ¥ = du/dz on

trouve /
du —
P —+/¢gcosf(h — z),

i 3/2_(p_5)3/2
@) = 2/\/geosf 2l

2

C'est le profil de Bagnold.
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Retour aux écoulements uniformes sous gravité

> Une forme reconnue pour p est
— s
/
u(l) = 1+ T/l
avec 0 < us < p2, et lp ~ 0.3. Donc p(/) varie entre deux valeurs us et po. Pour
inverser la relation et trouver | = p~*(tan6) il faut donc
us < tanf < po.

C'est la condition pour laquelle le modeéle analytique avec la rhéologie locale admet des
écoulements stationnaires uniformes.

> Cette théorie donne donc 0siop(h) = 15 indépendant de h, ce qui ne correspond pas
aux expériences !
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Il. Modeéles viscoplastiques incompressibles
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Modéles viscoplastiques incompressibles

> On part d'une modélisation dynamique classique

’ pP(Oru + u - Vu) — divo = ¢f, ‘

avec o le tenseur des contraintes (matrice symétrique). On peut décomposer

‘ oc=—pld+o’, tro’ =0, ‘

avec p la pression (effective), et o’ le déviateur des contraintes, noté parfois 7.
> Pour un modeéle incompressible on a

divu =0, ¢ = cste,

et o’ est 3 définir. p est un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte div u = 0.
> Pour un modele compressible on a

Orp + div(ou) = 0,

et o (ou de facon équivalente p et o') est a définir.
> Un modeéle newtonien incompressible est

o' =2nDu,
avec Du = (Vu + (Vu)")/2 le taux de déformation, et n = n(¢) la viscosité.
> Un modele newtonien compressible est
o = —po(¢)ld+2nDu + Ald div u,

ol po(¢) est la pression thermodynamique, n(¢) et A(¢) les coefficients de viscosité.
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Modéles viscoplastiques incompressibles

> Un modele viscoplastique est défini par une rhéologie de la forme

’ o fonction de ¢, Du (compressible), ‘

’ o’ fonction de ¢, Du, éventuellement p, (incompressible). ‘

> Dans les écoulements de laboratoire présentés on a divu = div(u(z),0) = 0. Cela
amene naturellement 3 une modélisation dynamique incompressible.
> On considére maintenant le modele incompressible défini par la rhéologie p(/) locale :

o' = u(l)p3y,

avec |Dul* = 2 Du)'/? et

C'est la généralisation tensorielle du modele a cisaillement simple puisque |o’| = u(/)p.
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Modéles viscoplastiques incompressibles

> Le gros probléme de la rhéologie incompressible ¢’ = 2nDu oli 17 dépend de p est
qu'elle est en général mal posée!

> Pour la rhéologie n(/) incompressible, ont montré si on prend une
solution de référence réguliere et qu'on fait une perturbation locale a nombre d'onde
trés grand, le probléme linéarisé est mal posé (de type chaleur rétrograde), ceci pour une
large plage de valeurs de | (pour I petit et pour | grand).

> Lorsqu’on raffine dans les simulations numériques, on voit apparaitre des " bandes de
cisaillement”, qui deviennent d’autant plus fines que le maillage est fin (

).

> La rhéologie 1(/) a les bonnes échelles physiques, mais pas la bonne structure
algébrico-différentielle.
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Modéles viscoplastiques incompressibles

> Peut-il y avoir une formulation variationnelle pour un probléeme incompressible 7
> Une fagon d'en écrire une est

’ au—div o' +Vp=f, divu =0, ‘

avec a > 0 et une rhéologie

’ o' € OF(Du), ‘

ol la non-linéarité est
F - M, n(R) — R U {oc0} convexe sci non identiquement co.

> De facon explicite, F est définie sur I'espace des matrices symétriques N x N de trace
nulle. Le sous-différentiel est défini par

OF(D") = {o'tels que VA F(A) > F(D') + ¢ : (A—D")}.

wn

Ici, représente le produit scalaire des matrices.
> Le probleme est alors bien posé et on a de bonnes méthodes d’approximation
numérique.
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Modéles viscoplastiques incompressibles

> Exemple : Bingham

F(D') = k|D’|.

On a alors
K o siD' #0
OF(D"y =< "|D/| ’
By (0,k) si D' =0.
K est le seuil de contraintes. Lorsqu’on a la relation ¢’ € OF(Du),
e |0'| < k — Du peut &tre nul,
o |0'| > k — Du doit étre non nul.

Le fluide peut &tre a I'arrét (ou plus généralement avoir Du = 0 ie un mouvement
solide) avec des contraintes ¢’ non nulles (c'est le cas pour les écoulements uniformes si
0 < Omin). C'est un fluide a seuil.

> Example : Herschel-Bulkley

F(D') = {<|D'|**" 4 &|D'|.

> F n'est pas différentiable a I'origine, cela permet au matériau de pouvoir se comporter
comme un solide (contraintes sous le seuil) ou comme un liquide/gaz (contraintes au
dessus du seuil).
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Modéles viscoplastiques incompressibles

> Condition de dissipation
OF(0) > 0.
Propriété de monotonie du sous-différentiel des fonctions convexes :
o1 € OF(D1), 02 € OF(D,) = (02 — 01) : (D> — D1) > 0.
En particulier la condition de dissipation implique
o € OF(Du) = o : Du >0,

et la dissipation d'énergie est bien positive,

il y a consistence thermodynamique

> Peut-on mettre la loi p(/) sous la bonne forme o € 9F(Du) avec F convexe?

Non, les échelles imposées empéchent la convexité,

et plus généralement empéchent la propriété de monotonie écrire ci-dessus.
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I11. Nécessité de modeles viscoplastiques compressibles pour
les matériaux granulaires
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modeles viscoplastiques compressibles

> : un modele " u(/) compressible” peut étre bien

posé linéairement, contrairement au cas incompressible.

> : pour avoir les effets de dilatance il faut un modéle compressible.

> Essai de modélisation compressible (sans élasticité)

Ot + div(pu) =0,
pd(0:u+ u - Vu) =divo + ¢f,

avec ¢ fraction volumique, u vitesse, p masse volumique (constante).
> Loi rhéologique

’ o € (¢, s, Du), ‘

avec W(¢, s, D) potentiel viscoplastique, convexe par rapport a D (D est aussi souvent
noté D = ¢). Le sous-différentiel est pris par rapport a D.
> Compatibilité thermodynamique

’ OV (,5,0) > —po(h, ) Id, ‘

ol po(, s) est la loi de pression qui vérifie une identité thermodynamique

dep = —%d (1> + Tds,

é
ol ep(¢, s) est I'énergie spécifique, T(¢,s) > 0 la température.
> On peut écrire 0 = —pld +0’, tr(c’) = 0. p est la pression effective, qu'on mesure.
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modeles viscoplastiques compressibles

> On compleéte les deux équations de conservation de masse et quantité de mouvement
par une équation d'énergie

Be(pdL + poes) + div(pd L u + poeou) = div(ou) + div(kV T) + of - u.

> Des trois lois de conservation on déduit I'identité d'entropie

Oe(pps) + div(ppsu) — L (o : Du + po tr(Du)) — div (k51) — HlVTZ\Z =0.

La compatibilité thermodynamique implique
o:Du+ (pold) : Du >0,

donc I'équation d’entropie a un terme source signé.
> Invariance par changement de référentiel : W(¢, s, D) ne dépend que de ¢, s et de
tr(D*¥), k =1,..., N. On peut décomposer

tr(D) N
D= 74D (D) =o0.

C'est une décomposition orthogonale car 0 = tr(D’) = D’ : Id. Alors
(D) = D] = |D'[* + tr(D)?/N.

Donc en 2d W ne dépend que de tr(D) et de |D’|.

En 3d W peut en plus dépendre de det(D).
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modeles viscoplastiques compressibles

> Exemple : fluide newtonien

2 2
W(6.5.D) = —pol6.5)tr D+ (6 5) 2 4+ A0, 9) 2L

On a V¥ (¢,s,0) = {—po(¢, s) Id}, la compatibilité thermodynamique est vérifiée.
> Une loi est " purement plastique” (ie sans viscosité) si W est homogéne de degré 1, ie

VA>0 W(AD)=AV(D).

Alors OV est homogene de degré 0, donc la loi o € 9W(¢, s, D) ne dépend (pour D # 0)
que de D/|D|, et pas de |[D|. On dit aussi qu’elle est "rate independent”.
> Exemple de loi purement plastique :

\U((ﬁ,S, D) = _PO(¢7 5) tr(D) + M5p0(¢7 5)|D/‘>

avec us constant (ou dépendant de ¢, s).
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modeles viscoplastiques compressibles

> Exemple : modéle Drucker dilatant ( p.158)
W =py (siny |D'| — tr(D))+

Alors pour D" #£0

/
OpV = poly(p)<sinw |D/| (s””/) |D/| ) ’

donc

/ /

. D
p=polupy<sny i, 0 = posintIuo)<sinw |0/ T |D'] SlnwpIDII

On retrouve une loi de type Drucker-Prager (compressible), mais avec sin 1 constant
(pas de viscosité). On remarque que p est toujours positif ou nul (c’est le cas dans tous
les modeles écrits ici). On a

OV(0) ={o | 0 = poa(sinyp V —Id), avec |V| <1, tr(V)=0, 0<a<1}.

On a bien la compatibilité thermodynamique OW(0) > —pg Id.
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modeles viscoplastiques compressibles

> Les modeles de la théorie cinétique étendue (Jenkins et al.) donnent des formules
(compliquées) pour o (en termes de ¢, T, Du). Est-ce qu’elles s'écrivent sous la forme
ov?

> Barker et al. 2017 écrivent une loi sous la forme

p— /)‘%', divu = tr(D) = 2f(p, &, 1)|D'],
avec toujours 0 = —pld +o’ et tr(o’) = 0. lls soutiennent qu’on doit avoir
oy 1oy _ . o
op 2p Ol ol’

Quel est le sens et I'interprétation de cette relation ?
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modeles viscoplastiques compressibles et dilatance

> Exemple : le modéle Cam-Clay

po  sind|D’| tr(D)
L N y = &)
2y +vigyz T T D7sing

Alors on vérifie que p vérifie 0 < p < po, et p est déterminé par I'équation

D] 2 Vpo/p—1

tandis que o’ est donné par
D/
o' =sindp\/po/p — 1W.
> On a un effet de dilatance :
tr(D) > 0 pour p < po/2,  tr(D) <0 pour p > po/2.

On dit que po/2 est la pression critique (et rappelons que po = po(¢, s)).
> C'est encore un modele purement plastique (sans viscosité).
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> Dilatance pour une loi générale. Pour une loi générale W, par la relation o € O¥(D),
décomposant D = (tr D, D’) on déduit (13 ol VW est différentiable) les lois p(tr D, D’) et
o'(tr D, D). On peut alors définir

pe(D') = —p(tr D = 0, D).

Comme W est convexe, p = —9W/9(tr D) est décroissante par rapport a tr D. On en
déduit

divu=trD>0%x p< p(D),
trD <0< p> p(D).
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modeles viscoplastiques compressibles

Les modeles purement plastiques. Pour les modeles purement plastiques (W homogene
de degré 1), on a des propriétés particulieres.

> En chaque D pour lequel W est différentiable en D, 0 = OpW¥ ne dépend que de
D/|D|, il reste donc dans une sous-variété de codimension 1.

> En chaque D pour lequel W est différentiable en D, une petite variation D de D
induit une variation do de o, qui vérifie

6o :D=0.

On dit que la rhéologie est "associée”. La déformation est normale a la variété ol vit o.
> La démonstration est la suivante. W est homogene de degré 1

V(AD) = AV(D).
Dérivant par rapport a D on trouve
OpV(AD) = 0pV¥(D),
ie OpWV est homogene de degré 0. Dérivant ensuite par rapport a A on trouve
dppW(AD)D = 0.
Prenant \ = 1 et notant que 95,V (D) = o, on obtient le résultat.
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modeles viscoplastiques compressibles

Conclusion

> Les lois rhéologiques incompressibles sont insuffisantes a la fois pour des raisons de
modélisation et des raisons mathématiques

> Plusieurs formes de lois rhéologiques compressibles sont proposées dans la littérature.

> Il faut trouver la bonne loi qui incorpore autant que possible les échelles de la loi u(/)!
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