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Introduction

Le modéle de Saint-Venant discrétisé par couches est un modéle

intermédiaire entre le modeéle d'Euler hydrostatique a surface libre et le
modéle de Saint-Venant.

Ou+0,w=0

Opu + O t? + Ouw + 0,p =0
0:p=—g

OoH+uoH—w =0
WbIO
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Introduction

Le modéle de Saint-Venant discrétisé par couches est un modéle

intermédiaire entre le modéle d'Euler hydrostatique a surface libre et le
modéle de Saint-Venant.
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Opu + O t? + Ouw + 0,p =0
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b
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Saint Venant discrétisé par couches

Pour faire la méme chose sur I'équation du moment, on a besoin de

2
1 22 1 22
v’ dz ~ udz
Zy— 21 J, 22 =21 Jz4

/

Oehy + Ox(hu1) = Gy \_/ b

Orhy + Ox(hau2) = Gs o — G3)» h

Orhs + Ox(h3u3) = —Gg u3 Gs /2

Oe(hyur) + Ox(hyuf) + ghOxh = 32 Gy t—g’"

Ot (haup) + Ox(hau?) + ghyOych 2 Gz /o h2
= us/2Gs /2 — U3/2G3)2 /é”'_

| Oe(hsus) + Oy (hst2) + ghsdih = —ugp Gy — Y1 h

Combien d’inconnues ?

Pour I'instant on a 3N — 1 inconnues, ici hy, ha, h3, u1, U2, us, Gz/2, Gs)>.
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Choix d'inconnues 1

Pas d’échange, 6 inconnues. ,/
'8th1 + Ox(hu) =0 \/h s
Othy + ax(h2U2) =0 us
Orhs + 6X(h3U3) =0 V-T
us 2
6t(h1u1)+<9x( 1uf)—|—gh15 h=0 e A
De(hot) + D (hyt2) + ghydih = 0 — |
\at(h3U3) + ax(h3u§) + gh30xh =0 -
@ Systéme non conservatif
@ Systéme non hyperbolique (moins problématique a densité variable) J

[ E. Audusse A Multilayer Saint-Venant Model : Derivation and Numerical
Validation Discrete and Continuous Dynamical Model Series B

N. Aguillon St-Venant discretisé par couches 4 /14



Choix d'inconnues 2

Avec échanges, hy = h/3, hp = h/3, h3 = h/3, 4 inconnues.

(O¢hy + Ox(hyur) = G h
Othy 4 Ox(h2t2) = Gs o — G3)» k/ 3

Oe(hyur) + Ox(hyuf) + ghiOxh = u3/2Gs ) hy
Or(hau2) + Ox(hau3) + ghaOxh G3/2 -
= u5/3G5/5 — U3/2G3 /o A
| 0:(h3u3) + O (h3u3) + ghsdxh = —us5 2 G C '
@ Systéme non conservatif
@ Choix des vitesses d’interface. }

@ E. Audusse, M.-O. Bristeau, B. Perthame, J. Sainte-Marie A Multilayer
Saint-Venant Model with Mass Exchange for Shallow Water Flows.
Derivation and Numerical Validation M2AN

St-Venant discretisé par couches

N. Aguillon



Choix d'inconnues 2
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On sait aussi...

prendre en compte d'une topographie;

écrire un modéle a densité variable;

rajouter de la diffusion;

s’affranchir de I'hypothése de pression hydrostatique ;

e © 6 ¢ ¢

obtenir un schéma numérique agréable mathématiquement :
préservation de la positivité, traitement de la topographie et des
transitions avec les zones séches.
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Freshkiss3D

Index
-5,561e+03

0,000e+00

Velocity Magnitude
1.151e+00

=0,86303

057536

0,28768

0,000e+00
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Freshkiss3D

Velocity u
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@ Choix des vitesses d'interface

@ Résultats d’hyperbolicité

© Modéle bicouche a interface physique
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Et les vitesses d'interface?

v vitesse transverse

Gzjo = Ochy + Oxhyur = Oxh*1 2
Oth + 6Xh% =0

Ochuy + Oxhu? + %hz = 2u3/,G3/>
Ochuy + Oxhul + §h? = —2u3 )5G35
Othvi + Oxhuivi = 2v3/2G3 o

Ochva + Oxhuava = —2v3 5 G35

K transport passif

G3jp = Othy + Oxhiuy = Och*2 5
Orh + 8xh% =0

Ochuy + Oxhu? + %h2 = 2u3/,G3/>
Orhuy + Oxhu3 + §h? = —2u3 )5G35
Othry + Ochuiky = 2k35G3/2
Ochkia + Oxhuaka = —2k3/2G3 )2

de(hvi + hv3) + Ox(bidule) = G3/5(v1 — v2)(2v3/5 — (vi + 2))

Oe(gh? 4 huf + hu3) + Ox(truc) = Gz p(u1 — w2)(2u3/p — (11 + w2)) J

N. Aguillon
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Et les vitesses d'interface?

v vitesse transverse

Gzjo = Ochy + Oxhyur = Oxh*1 2
Oth + 8Xh% =0

Ochuy + Oxhu? + %hz = 2u3/,G3/>
Ochuy + Oxhul + §h? = —2u3 )5G35
Othvi + Oxhuivi = 2v3/2G3 o

Ochva + Oxhuava = —2v3 5 G35

Oe(gh? 4 huf + hu3) + Ox(truc) = Gz p(u1 — w2)(2u3/p — (11 + w2))
de(hvi + hv3) + Ox(bidule) = G3/5(v1 — v2)(2v3/5 — (vi + 2))

K transport passif

G3jp = Othy + Oxhiuy = Och*2 5
Och + Oxhat2 = 0

Ochuy + Oxhu? + %h2 = 2u3/,G3/>
Orhuy + Oxhu3 + §h? = —2u3 )5G35
Othry + Ochuiky = 2k35G3/2
Ochkia + Oxhuaka = —2k3/2G3 )2

v

Centré ou décentré?

e;+er

32 =
conservation de |'énergie

N. Aguillon
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Et les vitesses d'interface?

v vitesse transverse K transport passif

G3jp = Othy + Oxhiuy = Och™i 5 G3jp = Othy + Oxhiuy = Och*2 5
8th+3xh% =0 5th+8xh% =0

Ochuy + Oxhu? + %hz = 2u3/5,G3/2 Ochuy + Oxhu? + %h2 = 2u3/,G3/2
Ochuy + Oxhul + §h? = —2u3 )5G35 Orhuy + Oxhu3 + §h? = —2u3 )5G35
Othvi + Oxhuivi = 2v3/2G3 o Othry + Ochuiky = 2k35G3/2
Ochva + Oxhuava = —2v3 5 G35 Ochkia + Oxhuaka = —2k3/2G3 )2

Oe(gh? + huf + hu3) + Oy (truc) = —| Gz 5|(u1 — u2)?
de(hvi 4 hvZ) + Ox(bidule) = —| G35 |(v1 — v2)?

4

Centré ou décentré?

e Si G3/2 >0

e;+er

32 = ®3/0 =

; . ) . :
conservation de |'énergie 1 sinon

dissipation de I'énergie
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Pas de principe du max dans le cas centré

N[0y

h(x)?
)

{8“{1 + u10xk1 = 255 Gy p

8x(4 — 3h(x)?)
2h(x)(4 — h(x)?)

2g —

h(x) =1+ x* uy(x) = = —ua(x) G3/z(x) =

=
=

K2—Ki

Otka — U10xkp = 2371 Gg)p
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Principe du max dans le cas décentré

8t(hl€%1,€1<0 + hlﬁ;%ln2<0) + ax(bldU|E)

= Gz)» (ﬁ1(2/€3/2 — K1) 1g <0 + Ko(k2 — 2/<63/2)1n2<0)
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Principe du max dans le cas décentré

8t(h/€%1,€1<0 + h:‘i%ln2<0) + ax(bldU|E)

= Gz)» <H1(2/€3/2 — K1) 1g <0 + Ko(k2 — 2/<63/2)1n2<0)

Le terme d’'échange est toujours dissipatif, par exemple quand x; < 0,

/€1(2/€2 = Kl) si G3/2 <0

2

ko > 0, on trouve = )
K1 SI G3/2 >0

On en déduit la positivité des traceurs :

/(hH%151<0 + h/€311€2<0)(t? ) < (h/’q‘%151<0 + h/€3152<0)(07 )
R
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Hyperbolicité du modéle bicouche

Le modéle bicouche avec les choix de vitesse d’'interface décentré amont,
décentré aval et centré sont hyperboliques.

Dans le cas du choix centré, pour les solutions réguliére le systéme est
équivalent a

d¢h + Oy (had) + 8y (hv) =0,
O¢(hi) 4 Ox(hd® + hi®> + §h) =0,
801 + Oy (0@) = 0,

8¢ (hv) + Oy (h@v + hdi0) = 0,

| 9:0 + 00,7 + GO0 = 0.

ou i = %, =251 v= ‘“Jz“’z, v = 257 On sait définir le produit

non conservatif et résoudre le probléme de Riemann.
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Hyperbolicité N couches

Pas d’entropie strictement convexe, pas de symmétriseur, pas de systéme
de lois de conservation... Mé&me pour le tricouche!

Quel choix pour uyiq/2?

On peut souhaiter prendre w1/, = % MAIS des simulations
numériques montrent que ce n’est pas toujours hyperbolique (pour N = 5),
y compris pour des cisaillements tendant tous vers 0.

Résultat partiel 1

@ |l existe un choix artificiel de vitesses d’interface qui rend le systéme
hyperbolique quand H tend vers +oo.

@ Avec le choix de vitesse centré, si u; # up = us, le tricouche est un
bicouche. Cela reste valable pour |u; — uz| petit et |ux — u3| petit.

Analyse hyperbolique pour le choix décentré??
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Modéle bicouche a interface physique

Othy + 0x(h1uy) = G35 &

Othy + Oy (hau2) = — Gz 0

Or(hyur) + Ox(hruf) + gh1Och = u3/5 G35

De(hauz) + Ox(h2u3) 4 ghaOxh = —u3 /2 G3)2 Gz /> ml B
(ﬂl 1
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Modéle bicouche a interface physique

Othy + 0x(h1uy) = G35

Othy + Oy (hau2) = — Gz

Oe(hyur) + Ox(h1u?) + gh10xh = uz/2Gs)2
Oe(haup) + Ox(hau3) + ghaOyh = —u3/5G3)»

SiH>B:
Ox(Buy) = G35
OrH + 8X(Bu1 + h2U2) =0
Oe(Bur) + 04 (Buz) + gBOH = u3/5G3)o
Or(hatz) + Ox(h2u3) + ghaOxh = —u35Gs o
Gsj2 =0
SiH<B: 0:H+ 0x(Hu) =0
O¢(Huy) + 0x(Hu?) + gHOH =0
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Modéle bicouche a interface physique

Othy + 0x(h1uy) = G35

Othy + Oy (hau2) = — Gz

Oe(hyur) + Ox(h1u?) + gh10xh = uz/2Gs)2
Oe(haup) + Ox(hau3) + ghaOyh = —u3/5G3)»

Si H>B:
Ox(Bur) = Gz, Thése de Nelly
OtH + 0x(Buy + hpuz) = 0 Makary
Or(Buy) + 0x(Buf) + gBOXH = u3/2Gs/» Prise en compte d’une
Or(hou) + Ox(h2u3) + ghaOxh = —u3/2Gs physique différente dans
Gz =0 la couche du bas.
SiH<B: {0:H+ dx(Hu1) =0 Exemple : limite forte

O¢(Huy) + 0x(Hu?) + gHOH =0 friction.
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Et A bient6t?

g

face nord du K2 :
Ncouches — +00



	Choix des vitesses d'interface
	Résultats d'hyperbolicité
	Modèle bicouche à interface physique

