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Introdu
tion

Le modèle de Saint-Venant dis
rétisé par 
ou
hes est un modèle

intermédiaire entre le modèle d'Euler hydrostatique à surfa
e libre et le

modèle de Saint-Venant.
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

∂xu + ∂zw = 0

∂tu + ∂xu
2 + ∂xuw + ∂zp = 0

∂zp = −g

∂tH + us∂xH − ws = 0

wb = 0
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ou
he arti�
ielle

Ave
 h = z
2

− z
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z
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∂th + ∂x(hū) = G
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Saint Venant dis
rétisé par 
ou
hes

Pour faire la même 
hose sur l'équation du moment, on a besoin de

1

z
2

− z
1

∫ z
2

z
1

u2 dz ≈

(

1

z
2

− z
1

∫ z
2

z
1

u dz

)

2
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∂th1 + ∂x(h1u1) = G
3/2

∂th2 + ∂x(h2u2) = G
5/2 − G

3/2

∂th3 + ∂x(h3u3) = −G
5/2

∂t(h1u1) + ∂x(h1u
2

1

) + gh
1

∂xh = u
3/2G3/2

∂t(h2u2) + ∂x(h2u
2

2

) + gh
2

∂xh

= u
5/2G5/2 − u

3/2G3/2

∂t(h3u3) + ∂x(h3u
2

3

) + gh
3

∂xh = −u
5/2G3/2
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Combien d'in
onnues ?

Pour l'instant on a 3N − 1 in
onnues, i
i h
1

, h
2

, h
3

, u
1

, u
2

, u
3

, G
3/2, G5/2.
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Choix d'in
onnues 1

Pas d'é
hange, 6 in
onnues.











































∂th1 + ∂x(h1u1) = 0
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1
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) + gh
3

∂xh = 0
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Système non 
onservatif

Système non hyperbolique (moins problématique à densité variable)

E. Audusse A Multilayer Saint-Venant Model : Derivation and Numeri
al

Validation Dis
rete and Continuous Dynami
al Model Series B
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Choix d'in
onnues 2

Ave
 é
hanges, h
1

= h/3, h
2

= h/3, h
3

= h/3, 4 in
onnues.
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Choix des vitesses d'interfa
e.

E. Audusse, M.-O. Bristeau, B. Perthame, J. Sainte-Marie A Multilayer

Saint-Venant Model with Mass Ex
hange for Shallow Water Flows.

Derivation and Numeri
al Validation M2AN
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On sait aussi...

prendre en 
ompte d'une topographie ;

é
rire un modèle à densité variable ;

rajouter de la di�usion ;

s'a�ran
hir de l'hypothèse de pression hydrostatique ;

obtenir un s
héma numérique agréable mathématiquement :

préservation de la positivité, traitement de la topographie et des

transitions ave
 les zones sè
hes.
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Freshkiss3D
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Freshkiss3D
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1

Choix des vitesses d'interfa
e

2

Résultats d'hyperboli
ité

3

Modèle bi
ou
he à interfa
e physique
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Et les vitesses d'interfa
e ?
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v vitesse transverse

G
3/2 = ∂th1 + ∂xh1u1 = ∂xh

u
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−u
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4

∂th + ∂xh
u
1

+u
2

2

= 0

∂thu1 + ∂xhu
2

1

+ g
2

h2 = 2u
3/2G3/2

∂thu2 + ∂xhu
2

2

+ g

2

h2 = −2u
3/2G3/2

∂thv1 + ∂xhu1v1 = 2v
3/2G3/2

∂thv2 + ∂xhu2v2 = −2v
3/2G3/2
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3/2G3/2

∂t(gh
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Centré ou dé
entré ?

•
3/2 = •

1

+•
2

2


onservation de l'énergie
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onservation de l'énergie

•
3/2 =

{

•
2

si G
3/2 > 0

•
1

sinon

dissipation de l'énergie
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Pas de prin
ipe du max dans le 
as 
entré

h(x) = 1+ x2 u
1

(x) =

√

2g − g

2

h(x)2

h(x)
= −u

2

(x) G
3/2(x) =

gx(4− 3h(x)2)
√

2h(x)(4− h(x)2)

{

∂tκ1 + u
1

∂xκ1 =
κ
2

−κ
1

h
G
3/2

∂tκ2 − u
1

∂xκ2 =
κ
2

−κ
1

h
G
3/2
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Prin
ipe du max dans le 
as dé
entré

∂t(hκ
2

1

1κ
1

<0

+ hκ2
2

1κ
2

<0

) + ∂x(bidule)

= G
3/2

(

κ
1

(2κ
3/2 − κ

1

)1κ
1

<0

+ κ
2

(κ
2

− 2κ
3/2)1κ

2

<0

)
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Prin
ipe du max dans le 
as dé
entré

∂t(hκ
2

1

1κ
1

<0

+ hκ2
2

1κ
2

<0

) + ∂x(bidule)

= G
3/2

(

κ
1

(2κ
3/2 − κ

1

)1κ
1

<0

+ κ
2

(κ
2

− 2κ
3/2)1κ

2

<0

)

Le terme d'é
hange est toujours dissipatif, par exemple quand κ
1

< 0,

κ
2

> 0, on trouve =

{

κ
1

(2κ
2

− κ
1

) si G
3/2 < 0

κ2
1

si G
3/2 > 0

On en déduit la positivité des tra
eurs :

∫

R

(hκ2
1

1κ
1

<0

+ hκ2
2

1κ
2

<0

)(t, ·) ≤ (hκ2
1

1κ
1

<0

+ hκ2
2

1κ
2

<0

)(0, ·)

N. Aguillon St-Venant dis
retisé par 
ou
hes 10 / 14



Hyperboli
ité du modèle bi
ou
he

Le modèle bi
ou
he ave
 les 
hoix de vitesse d'interfa
e dé
entré amont,

dé
entré aval et 
entré sont hyperboliques.

Dans le 
as du 
hoix 
entré, pour les solutions régulière le système est

équivalent à































∂th+ ∂x(hū) + ∂y (hv̄) = 0,

∂t(hū) + ∂x(hū
2 + hû2 + g

2

h) = 0,

∂t û + ∂x(ûū) = 0,

∂t(hv̄) + ∂x(hūv̄ + hûv̂) = 0,

∂t v̂ + û∂x v̄ + ū∂x v̂ = 0.

où ū = u
1

+u
2

2

, û = u
2

−u
1

2

, v̄ = v
1

+v
2

2

, v̂ = v
2

−v
1

2

. On sait dé�nir le produit

non 
onservatif et résoudre le problème de Riemann.
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Hyperboli
ité N 
ou
hes

Pas d'entropie stri
tement 
onvexe, pas de symmétriseur, pas de système

de lois de 
onservation... Même pour le tri
ou
he !

Quel 
hoix pour uk+1/2 ?

On peut souhaiter prendre uk+1/2 = uk+uk+1

2

MAIS des simulations

numériques montrent que 
e n'est pas toujours hyperbolique (pour N = 5),

y 
ompris pour des 
isaillements tendant tous vers 0.

Résultat partiel 1

Il existe un 
hoix arti�
iel de vitesses d'interfa
e qui rend le système

hyperbolique quand H tend vers +∞.

Ave
 le 
hoix de vitesse 
entré, si u
1

6= u
2

= u
3

, le tri
ou
he est un

bi
ou
he. Cela reste valable pour |u
1

− u
2

| petit et |u
2

− u
3

| petit.

Analyse hyperbolique pour le 
hoix dé
entré ? ?
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Modèle bi
ou
he à interfa
e physique


















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Thèse de Nelly

Makary

Prise en 
ompte d'une

physique di�érente dans

la 
ou
he du bas.

Exemple : limite forte

fri
tion.
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Et à bient�t ?
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